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Sprehodi

dolZina |s| sprehoda s je 3tevilo
povezav, ki ga sestavljajo.
s=(,hl g, e f,hlec,b,a)

|s| =11

Sprehod je sklenjen ali obhod ntk.
njegov zaletek in konec sovpadata.
Ce ne upodtevamo smeri povezav
v 'sprehodu’, dobimo polsprehod
ali verigo.

sled — sprehod z razli¢nimi
povezavami

pot — sprehod z razliénimi vozli¥¢i
cikel — sklenjen sprehod z razli¢nimi
notranjimi vozlis¢i.

Graf je acikli¢en, ntk. ne vsebuje nobenega cikla.
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. Najkrajse poti
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Dolzino najkrajse poti iz u v v
oznatimo z d(u, v).
Ce ne obstaja sprehod iz u v v,
postavimo d(u, v) = oo.
d(j,a) =[(, h.d,c,b,a)|
d(a,j) = o0
(u v) = max(d(u,v),d(v,u))
razdalja:

u),

(v,v) =0, d(u,v) = d(v,
(u, )Sd(ut) d(t,v

Il
o

Q. Q>E Q.

)-

Premer grafa je enak razdalji med, glede na d(u, v),
najoddaljenejima vozlis¢ema: D = max, ey d(u,v).

Network/Create New Network/Subnetwork with Paths/
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http://vlado.fmf.uni-lj.si/pub/networks/data/dic/dic28.zip
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Enakovrednosti in razbitja

Relacija R na V je enakovrednost (ekvivalenZna) ntk. je
refleksivna Yv € V : vRv, simetri¢na Yu,v € V : (uRv = vRu) in
tranzitivna Vu,v,z € V : uRz A zRv = uRv.

Vsaka enakovrednost R dolota neko razbitje v razrede
[v] = {u: vRu}.

Vsako razbitje C dolo&a neko enakovrednost
uRv&3dCeC:ue CAvecC.

k-sosedi vozlis€a v je mnoZica vozlis¢, ki so za k oddaljena od v,
Nk(v) ={u € v:d(v,u) = k}.

MnoZica vseh mnoZic k-sosedov, k = 0,1, ... vozli§¢a v je razbitje
mnozice V.

k-sosestina vozligta v, N (v) = {u € v : d(v,u) < k}.

Network/Create Partition/k-Neighbors/
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Debelina povezav je koren iz vrednosti.
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Vozlis¢e u je dosegljivo iz vozlis¢a
v ntk. obstaja sprehod z zacetkom
v in koncem u.

Vozlis¢e v je Sibko povezano z vo-
zlis¢em u ntk. obstaja veriga s
krajis¢ema v in u.

Vozlis¢e v je krepko povezano z
vozlis¢em u ntk. sta vzajemno
dosegljivi.

Sibka in krepka povezanost sta
enakovrednosti.
graphCon.net

Razredi porajajo 3ibke/krepke komponente ali kose grafa.

Network/Create Partition/Components/
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http://vlado.fmf.uni-lj.si/vlado/podstat/AO/net/graphCon.net

Sibke komponente

Analiza
omrezij
V. Batagelj . Ce preuredimo vozli¥a
omrezja, tako da vozliséa iz
Serehodi iste skupine Sibkega razbitja
ROVEEITEEE postavimo skupaj, dobimo
Lo matri¢ni prikaz sestavljen iz
diagonalnih blokov — Sibkih
komponent.

Za velino problemov velja, da
jih lahko lo&eno re$imo za
vsako Sibko komponento pose-
bej in nato dobljene resitve
zdruZimo v reSitev za celotno
omreZje.

RN Ge
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Posebni grafi — dvodelni, drevo

o—=e ]

TN

Graf G = (V, L) je dvodelen ntk. lahko mnoZico vozlis¢ V razbijemo
na podmnoZici V; in V5, tako da ima vsaka povezava iz £ eno
krajis¢e v V1 drugo pa v Vs.

Sibko povezan graf G je drevo ntk. ne vsebuje (zank in) polciklov
dolZine vsaj 3.
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- Krepka skréitev grafa (kondenzacija)
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abcd

ehjl Oi

Ce v danem grafu skr&imo vsako krepko komponento v ustrezno
vozlis¢e, odstranimo zanke in zdruZimo vzporedne povezave, je tako
dobljeni skréeni graf acikliten. Za vsak acikli¢ni graf obstaja urejenost
/ ostevilcenje i 'V — N, tako da velja (u,v) € A= i(u) <i(v).
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Skréitev grafa — primer

Network/Create Partition/Components/Strong [1]
Operations/Network+Partition/Shrink Network [1][0]

Network/Create New Network/Transform/Remove/Loops [yes]

Network/Acyclic Network/Depth Partition/Acyclic

Partition/Make Permutation
Permutation/Inverse Permutation
select partition [Strong Components]

Operations/Partition+Permutation/Functional Composition/Partition*Permutation

Partition/Make Permutation
select [original network]

File/Network/Export Matrix to EPS/Using Permutation
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Zgradba krepkih komponent

Notranja zgradba krepke komponente —
naj bo d najvegji skupni delitelj dolzin ob-
hodov v krepki komponenti.

Komponenta je enostavna, &e je d = 1;
sicer je periodi¢na s periodo d.

MnoZico vozlis¢ V krepko povezanega us-
merjenega grafa G = (V, R) je mogote
razbiti na d skupin Vi, Vs, ..., Vg, tako
da za vsako povezavo (u,v) € R velja
ueV,=ve V(imod d)+1 -

Network/Create Partition/

Components/Strong-Periodic
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Bonhourejev periodi¢ni graf. Pajek — matrike
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http://citeseer.nj.nec.com/73095.html
http://vlado.fmf.uni-lj.si/vlado/podstat/AO/mat.zip

. Spletni metulj¢ek (Bow-tie)

e o Naj bo S najve&ja krepka kom-
ponenta v omreZju N; W $ibka

44 Millon nodes

V. Batagelj

komponenta, ki vsebuje S; T
Sprehodi mnoZica vozlis¢, iz katerih je
Povezanosti N S dosegljiva; O mnoZica vozlis¢
Pomembna / e dosegljivih iz S; T (cevi) vozlista

(niso v §) na poteh iz Z v O;
R =W\ (ZUSUOUT) (lovke);
in D =V \ W. Razbitje

{Z,5,0,T,R,D}

Disconnected components

Kumar &: The Web h . ) " ..
gmer S The Teb as o grap imenujemo metulj¢no razbitje V.

Opomba: za splo$na usmerjena omreZja slika ne prikazuje vseh moZnosti — v
mnozici R so lahko tudi verige.

Network/Create Partition/Bow-Tie
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http://www.almaden.ibm.com/cs/k53/algopapers/pods00graph.ps
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Dvopovezanost

Vozligi v in v sta dvopovezani ntk. sta povezani (v obe smeri) s po
dvema neodvisnima (brez skupnih notranjih vozlis¢) potema.
Dvopovezanost dolo¢a razbitje mnoZice povezav.

Vozlis¢e je sticno vozlis€e ali sticis¢e ntk. njegova odstranitev poveca
Stevilo 3ibkih komponent grafa.

Povezava je most ntk. njena odstranitev povela Stevilo Sibkih
komponent grafa.

Network/Create New Network/with Bi-Connected Components

V. Batagelj Analiza omreZij
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k-povezanost

Vozlis¢na povezanost k grafa G je enaka najmanj$emu Stevilu vozli¥g,
ki jih je potrebno odvzeti iz grafa, tako da je graf porojen s prestalimi
vozligti nepovezan ali trivialen (enak Ki).

Povezavna povezanost X\ grafa G je enaka najmanj$emu Stevilu
povezav, ki jih je potrebno odvzeti iz grafa, tako da je graf porojen s
prestalimi povezavami nepovezan ali trivialen.

Velja Whitneyeva neenakost: k(G) < A\(G) < §(G) .

Graf G je (po vozlis¢ih) k—povezan, &e je k(G) > k in je po
povezavah k—povezan, € je A\(G) > k.
Velja Whitneyeva razli¢ica Mengerjevega izreka: Graf G je po

vozligtih /povezavah k—povezan ntk. vsak par vozli¥¢ povezuje vsaj k
po vozli&tih/povezavah lotenih sprehodov.

V. Batagelj Analiza omreZij



Trikotniska povezanost — neusmerjeni grafi

Analiza
omrezij
V. Batagelj V neusmerjenem grafu imenujemo trikotnik podgraf izomorfen K.
Zaporedje trikotnikov ( Ty, Ty, ..., Ts) grafa G (vozlis¢no) trikotnisko
Sprehod; povezuje vozlis¢i u,v € Vntk. ue€ Tyinve Tsalivue Tginve Ty
Povezanosti ter V(Ti—1) N V(T;) # 0, i =2,...s; in povezavno trikotnisko
Pomembna

povezuje vozlis¢i u, v € V ntk zados¢a e strozji razli¢ici zadnjega
pogoja E(Ti—1)NE(T;) #0, i=2,...s.

bl Dy

Vozli¥¢na trikotniska povezanost je enakovrednost na vozlis¢ih;
povezavna pa na povezavah. Clanek.

vozlis¢a

V. Batagelj Analiza omreZij


http://vlado.fmf.uni-lj.si/pub/networks/doc/preprint/shortcy.pdf
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Trikotnisko omreZje

Naj bo G = (V,€) enostaven neusmerjen
o) graf. Prirejeno trikotnisko omrezje Nt(G) =
(V, &7, w) doloteno z G je podgraf G = (V,E7)
grafa G, kjer je ET mnoZica tistih povezav iz &£, ki
O le¥e na vsaj enem trikotniku. Ute? w(e) povezave
e € &7 je enaka Stevilu razli¢nih trikotnikov, ki
jim povezava e pripada.
(o)
Trikotniska omreZja omogocajo uinkovito razkrivanje gostih delov
omreZja. Ce povezava e pripada k-kliki (podgrafu izomorfnemu Kj) v
G, je w(e) > k—2.

Network/Create New Network/with Ring Counts/3-Rings/Undirected

V. Batagelj Analiza omreZij
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Povezavni izrez na ravni 16 trikotniskega omrezja
Erdés-ovega grafa sodelovanj

QNORMALD, NICHOLAS C. q_ASKAR, RENU C. OSHELAH, SAHARON
QVICKAY, BRENDAN D. q—IEDETNIEMI, STEPHEN T. OMAGIDOR, MENACHEM
q(LEWMAN‘ DANIEL J.

O

CHONGTFANRONGIK, ()
Ak \MICHAEL E. GRAHAM, RONALD L.
Oaofigv, BoRIs
Chiniar, NATHAN o ACH, JANOS
OLLACK/RICHARD M. 2, Y
ENNING, MICHAEL A.
OFRANKL, PETER Con NgsGiENCER,JOEL X brez Erdosa,
" ELLERMANK, ORTRUD R. —
OQVASZ, LASZLO S n = 6926,
CFuREDI, ZOLTAN QUIRS, IgNOS GODDARD, WAYNE D.
" Gapan LA é]TUZA. ZsgLT ALAVI, YOUSEF m = 11343
) ZEMERED(, ENDRE o HARTRAND, GARY
ARARY, FRA!
9 AkLOBAS: BELA FRA Upicki, orzecor
LY KLes OSCHWENK, ALLEN JOHN "

ChODL, VOJTECH
q\lESETROL‘ JAROSLAV %OSA‘ ALEXANDER
OGYARFAS‘ ANDRAS
CHELP, RICHARD H.
OCHEN‘ GUANTAO
q:AUDREE, RALPH J. e

o COLBOURN, CHARLES J.
JACOBSON, MICHAEL S.

.STINSON, DOUGLAS ROBERT
qEHEL‘ JENO

q\IIULLIN, RONALD C.

.F'HELF'S, KEVIN T,
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Trikotniska povezanost — usmerjeni grafi

Ce je graf G meSan, zamenjamo neusmerjene povezave s pari
nasprotno usmerjenih. Naj bo G = (V,.A) enostaven usmerjen graf
brez zank. Za izbrano usmerjeno povezavo (u,v) € A obstajajo &tiri
vrste usmerjenih trikotnikov: cyclic, transitive, input in output.

z z z z
c/ o c/\o
u vV oou vV oou vV oou v
cyc tra in out

V. Batagelj Analiza omreZij



. ... Trikotniska povezanost — usmerjeni grafi

Analiza

omrezij
V. Batagelj
Sprehodi Ce pozabimo na vlogo izbrane povezave, imamo le dve vrsti
R trIkOt.n.IkOV, ki jim povezava lahko pripada: cikli¢ne (cyc) in
. tranzitivne (tra, in, out). V programu Pajek ukaz
omembna

vozlis¢a

Network/Create New Network/with Ring Counts/3-Rings/Directed
omogota dolotiti ustrezna omreZja (N — ciklitne uteZi, Ny, —
tranzitivnostne uteZi, N — tranzitivne bliznjice).

Pojem trikotniske povezanosti lahko posplosimo na povezanost s
kratkimi (pol)cikli — obro¢i in ustrezna omreZja; lahko pa tudi na
povezanost z majhnimi podgrafi (npr. "klikami”, glejte Palla).

V. Batagelj Analiza omreZij


http://prl.aps.org/abstract/PRL/v94/i16/e160202

Analiza
omrezij

V. Batagelj

Sprehodi
Povezanosti

Pomembna
vozlis¢a

Povezavni izrez na ravni 11 tranzitivnega
trikotniskega omreZja slovarja ODLIS

publication

table of contents /TOC)

invoice
endpaper

collation

O
publisher olio

V. Batagelj Analiza omreZij



Analiza

omrezij

V. Batagelj

Sprehodi
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vozlis¢a

Pomembna vozlis¢a v omreZju

Za dolotitev pomembnih/zanimivih elementov (vozli¥¢/povezav) v
omreZju ponavadi poskusimo izraziti nasa pri¢akovanja z mero
(indeks, uteZ), ki zado¥ta zahtevi

vedja je za dani element vrednost mere, pomembnejsi/
zanimivejsi je ta element

V analizi omreZij raziskovalci prepogosto nekriti¢no kar uporabijo
mere iz literature/programov.

Za formalni pristop glej Roberts.

V. Batagelj Analiza omreZij


http://fitelson.org/roberts_measurement_theory.pdf

Pomembna vozlis¢a v omreZju

Analiza
Cis) Pri izgradnji mer pomembnosti moramo najprej upo$tevati ali je
V. Batagelj omrezje usmerjeno ali neusmerjeno. Meram pomembnosti na
F— neusmerjenih omreijih pravimo mere sredis¢nosti; na usmerjenih
S omreZjih pa mere veljave. Slednje se naprej delijo na mere ugleda ali
podpore (upo¥tevamo vstopajote povezave) in mere vpliva
e (upostavamo izstopajote povezave).

Ce zamenjamo dano usmerjeno omreZje z njemu nasprotnim
(obrnemo smeri povezav) preidejo mere ugleda v mere vpliva, in
obratno.

Dejanski pomen mere pomembnosti je odvisen od relacije (omreZja).
Tako npr. je 'najuglednej$a’ oseba glede na relacijo '__ ne mara
sodelovati z __" dejansko najmanj priljubljena oseba.

Odstranitev pomembnega vozlis¢a iz omreZja povzro&i ob&utno
spremembo v zgradbi/delovanju omreZja.

V. Batagelj Analiza omreZij
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Normalizacija

Naj bo p: V — R neka mera pomembnosti vozlis¢ omrezja
N=V,L). Ce Zelimo vrednosti mere p primerjati med razli¢nimi
omrezji, moramo poskrbeti za primerljivost. Pogosto jo posku$amo
zagotoviti tako, da mero p normaliziramo.

Naj bo N € N(V), kjer je N(V) izbrana mnoZica omreZij nad isto
mnoZzico V,

= max max v in in = min min v
Pmax ANENQ) VD pN( ) Pmin AEN(V) vEY P./\f( )

Tedaj je normalizirana mera enaka

p(v) = P(v) = Prmin e [0,1]

Pmax — Pmin

V. Batagelj Analiza omreZij
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Stopnje

NajpreprostejSo mero pomembnosti predstavljajo stopnje vozlis¢. Ker
sta za enostavna omreZja deg,,;, = 0 in deg,,,., = n — 1, je ustrezna
normalizirana mera

sredis¢nost deg/(v) = d:g(\;)

in podobno .

ugled indeg’(v) = indeg(v)
__ outdeg(v)

vpliv outdeg’(v)
Namesto stopenj glede na osnovno omreZje lahko vzamemo tudi
stopnje glede na relacijo dosegljivosti (tranzitivna ovojnica).

Network/Create Partition/Degree
Network/Create Vector/Centrality/Degree
Network/Create Vector/Centrality/Proximity Prestige

V. Batagelj Analiza omreZij
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Dostopnost

Ce upostevamo razdalje d(u, v) med vozligti v omreZju N = (V, L)
lahko vpeljemo

polmer r(v) = maxyey d(v, u)
Koli¢ino D = max, ey d(v, u) imenujemo premer omreZja.
skupna dostopnost S(v) =2 ,evd(v,u)

Za usmerjeno omreZje sta vpeljani meri meri vpliva. Meri ugleda
dobimo, &e v obrazcih d(u, v) zamenjamo z d(v, u).

Ce omreZje ni krepko povezano, sta rmax in Smax enaki co. Sabidussi
(1966) je zato kot mero dostopnosti vpeljal 1/5(v) oziroma v

normalizirani obliki
n—1

ey d(v,u)
Network/Create Vector/Centrality/Closeness

Network/Create New Network/Subnetwork with Paths/Info
on Diameter

dostopnost c(v) =

V. Batagelj Analiza omreZij
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Vmesnost

Pomembna so tudi vozlis¢a, ki lahko nadzirajo pretok podatkov po
omreZju. Ce privzamemo, da so za prenos pomembne le najkrajse
poti, dobimo kot mero vmesnosti (Anthonisse 1971, Freeman 1977)

1 8u t(V)
V)= —— Y B
(n - 1)([7 - 2) U tEVigy >0 8u,t
Uy, tAY Ut

kjer je g, + Stevilo najkrajsih poti iz u v t; in g, (v) Stevilo takih med
njimi, ki gredo skozi vozlis¢e v.

Hiter postopek za izra¢un vmesnosti je razvil Brandes.

Network/Create Vector/Centrality/Betweenness
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http://www.inf.uni-konstanz.de/algo/publications/b-vspbc-08.pdf
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V. Batagelj

ﬂ S
iadagni
astellani

rodbine

. Acciaiuoli
. Albizzi

. Barbadori
. Bischeri

. Castellani
. Ginori

. Guadagni

. Lamberteschi
9. Medici

10. Pazzi

11. Peruzzi
12. Ridolfi
13. Salviati
14. Strozzi
15. Tornabuoni

0N O WN R

Analiza omreZij
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Kazala in viri

Vozlig&em povezanega usmerjenega omrezja A = (V, £) priredimo
dve vrednosti: kakovost vira (vsebine) x, in kakovost kazala y,
(Kleinberg, 1998). Na dober vir kaZejo dobra kazala in dobro kazalo
kaZe na dobre vire

Xy = Z Yu in Y = Z Xu

u:(u,v)EL u:(v,u)eL

Naj bo W matrika omreZja N in x ter y vektorja obeh lastnosti.
Tedaj lahko zvezi zapitemo x = W'y oziroma y = Wx.

Zatnimo z y =[1,1,...,1] in nato zaporedoma izratunamo po obeh
zvezah nove priblizke za x in y. Oba vektorja po vsakem koraku
normaliziramo. To ponavljamo dokler se vektorja ne ustalita.
Pokazati je mogoce, da opisani postopek konvergira. Limitni vektor
x* je glavni lastni vektor matrike W' W; y* pa matrike WW .
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... Kazala in viri

Podobni postopki se uporabljajo v spletnih iskalnikih za ocenjevanje
pomembnosti posameznih strani.
PageRank, PageRank / Google, HITS / AltaVista, SALSA, teorija.

Network/Create Vector/Centrality/Hubs-Authorities

Na naslednji prosojnici: Na svetovnem nogometnem prvenstvu v Parizu leta
1998 je sodelovalo 22 nogometnih reprezentanc. V omreZju so vse drZave,
iz katerih so nogometasi igrali v ligah teh 22 drzav, in vse drZave, v katerih
ligah so igrali nogometasi iz teh 22 drZzav. Relacija je igralec iz drZave x igra
v drZavi y, uteZ je $tevilo takih igralcev. Podatke je zbral Lothar Krempel.
football.net
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http://dbpubs.stanford.edu:8090/pub/1999-66
http://dbpubs.stanford.edu:8090/pub/1998-8
http://www.cs.cornell.edu/home/kleinber/auth.pdf
http://www.cs.technion.ac.il/~moran/r/PS/lm-feb01.ps
http://www.cs.technion.ac.il/~moran/r/PS/stab_journal31-1-03.pdf
http://vlado.fmf.uni-lj.si/vlado/podstat/AO/net/football.net

. ... Kazala in viri: nogometasi
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Izvozniki (kazala/hubs)

Uvozniki (viri/authorities)
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Nakopicenost

Nakopicenost v vozli$€u v je doloena kot razmerje med Stevilom
vseh povezav v podgrafu G!(v) porojenim s sose$¢ino danega
vozlis€a in Stevilom povezav v polnem grafu na teh vozlis¢ih

__ 2L(6H ()
)= Geglv)(des(v) - 1)
za deg(v) > 1; in C(v) = 0 sicer.

Vpliv velikosti soses¢ine lahko zagotovimo z naslednjim popravkom

Ci(v) = degA(V)C(v)

kjer je A najvegja stopnja v grafu G. Ta doseze najvejo mozno
vrednost le na vozlis¢ih, ki pripadajo osamljeni kliki reda A.

Network/Create Vector/Clustering Coefficients/CC2

&lanek
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http://iopscience.iop.org/1367-2630/10/8/083042/

IzraCun indeksov in utezi v Pajek-u

Analiza Xingqin Qi et al. so v &lanku Terrorist Networks, Network Energy and
e Node Removal vpeljali mero Laplaceova sredis¢nost
V. Batagelj
Sprehodi L(V) = deg(V)(deg(V) + 1) + 2 § deg(u)
Povezanosti UGN(V)
P -~ select the network .
el Network/Create Vector/Centrality/Degree/All

Operations/Network+Vector/Neighbours/Sum/All [False]
Vector/Transform/Multiply by [2]

select the degree vector as First

select the degree vector as Second

Vectors/Multiply (First*Second)

Vectors/Add_(First+Second)
select the 2*sum on neighbors as Second

Vectors/Add (First+Second)
dispose auxiliary vectors

File/Vector/Change Label [Laplace All centrality]

Za dolotitev pomembnih podomreZij v cestnem omreZju lahko
uporabimo uteZ w(u, v) = deg(u) deg(v).

Network/Create vector/Centrality/Degree/All
Operations/Network+Vector/Transform/Vector(s)->Line Values/Multiply
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http://www.scirp.org/journal/PaperDownload.aspx?paperID=27402
http://www.scirp.org/journal/PaperDownload.aspx?paperID=27402
http://wwwlovre.appspot.com/resources/research/networks/bpa/euroroad.net

Usredinjenost omrezja

Analiza
omrezij Mero pomembnosti p : V — R lahko povzamemo na celotnem
V. Batagel] omreZju kot njegovo usredinjenost C(p):
Sprehodi fa— max %
Povezanosti P vey p( )
Pomembna
Ve D(p) = > (p* — p(v))
veVy
D*= max D
AR (pn)

Tedaj je usredinjenost glede na p

D(p)
D*

Clp) =

Za velino mer je najbolj usredinjena zvezda S, in najmanj polni graf
K.
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